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У статті розглянуто математичне моделювання напружено-деформованого та пружно-пластичного 
стану двошарових біметалічних планок, які є важливими елементами конструкцій прокатного устат-
кування й експлуатуються у діапазоні підвищених температур. Актуальність дослідження обумовлена 
широким застосуванням біметалів у зонах інтенсивного тертя та динамічних навантажень, де необхідне 
забезпечення високої зносостійкості, термостабільності та економії дефіцитних матеріалів, а також 
точне прогнозування їхньої поведінки під дією складних фізико-механічних факторів та умов експлуатації.

Запропоновано чисельну модель, яка враховує різні варіанти конструктивного защемлення планок 
(жорстке, часткове, вільне) та неоднорідний температурний розподіл по товщині, апроксимований сте-
пеневою функцією. Модель реалізує розбиття двошарової композиції на скінченну кількість елементарних 
об’ємів, для кожного з яких розраховуються температури, деформації та нормальні напруження з ураху-
ванням лінійного теплового розширення та межі текучості матеріалів.

Особливу увагу приділено реалізації ітераційних алгоритмів коригування довжини та кривизни планок 
залежно від граничних умов (нульова сила або момент). Використано системний аналіз, а також створено 
параметризовану 3D-модель у CAD-системі, що дає змогу комплексно оцінювати поведінку конструкції, 
проводити детальну візуалізацію результатів та оптимізувати її геометричні й матеріальні параметри. 
Графічні результати чисельного моделювання демонструють немонотонний характер розподілу фізико-
механічних параметрів по товщині. Запропонована модель може бути ефективно використана для проєк-
тування та оптимізації біметалевих елементів прокатного обладнання, а також для детального аналізу 
термомеханічних процесів у композитних та багатошарових матеріалах різного технічного призначення.

Ключові слова: біметалічна планка, чисельне моделювання, напружено-деформований стан, тем-
пература, пружність, прокатне устаткування, ітераційний розрахунок, термодеформація, згинальний 
момент, конструктивне защемлення, системний аналіз, 3D-модель, САD-система.

Mikhieienko Denys, Hrudkina Natalia. Computer and numerical modeling of the thermomechanical 
state of bimetallic structural elements

The article addresses the mathematical modeling of the stress-strain and elastic-plastic states of two-layer 
bimetallic strips, which are important structural elements of rolling equipment operating at elevated temperatures. 
The relevance of this study is determined by the widespread use of bimetals in zones of intensive friction and dynamic 
loading, where high wear resistance, thermal stability, and efficient use of scarce materials are required, as well as 
accurate prediction of their behavior under complex physical-mechanical factors and operational conditions.

A numerical model is proposed that accounts for different types of structural clamping of the strips (rigid, partial, 
free) and a non-uniform temperature distribution across the thickness, approximated by a power function. The model 
implements discretization of the two-layer composite into a finite number of elementary volumes, for each of which 
temperatures, deformations, and normal stresses are calculated, taking into account linear thermal expansion 
and material yield limits.
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Special attention is given to the implementation of iterative algorithms for adjusting the length and curvature 
of the strips depending on boundary conditions (zero force or moment). A system analysis approach is used, 
and a parametric 3D model developed in a CAD system enables comprehensive evaluation of structural behavior, 
detailed visualization of results, and optimization of geometric and material parameters. Graphical results 
of the numerical simulation demonstrate the non-monotonic nature of stress and deformation distribution across 
the thickness. The proposed model can be effectively used for the design and optimization of bimetallic components 
in rolling equipment, as well as for detailed analysis of thermomechanical processes in composite and multilayer 
materials of various technical applications.

Key words: bimetallic strip, numerical modeling, stress-strain state, temperature, elasticity, rolling equipment, iterative 
calculation, thermodeformation, bending moment, structural clamping, systems analysis, 3D model, CAD system.

	 t11, t12 – кінцева температура нагріву вну-
трішньої та зовнішньої сторін деталі відповідно;
	 t01, t02 – температура на межі шарів біметалу;
	 H – загальна товщина композиції;
	 h1, h2 – товщина першого та другого шарів 
композиції відповідно;
	 at1, at2 – степеневий показник, що відобра-
жає реальну форму розрахункового розподілу 
температури за товщиною першого та другого 
шарів композиції відповідно.

Для подальшого розв’язання поставленої 
задачі товщину біметалічної пластини поділя-
ємо на скінченну кількість елементарних об’ємів 
з відповідними порядковими номерами i = 1…kr. 
Геометрична координата середньої лінії кож-
ного такого елемента yci визначається за спів-
відношенням:
	 yci = Δy ∙ i - Δy/2,  Δy = H/kr.	 (2)

Можна встановити, що зі зростанням тем-
ператури з t0 до ti кожен i-й шар зазнає подо-
вження:
	 ΔLi = αj ∙ (ti - t0)L0i,	 (3)

де	 aj – коефіцієнт лінійного розширення мате-
ріалу поточного шару;
	 Li – вихідна довжина го елементарного 
об’єму.

Таким чином, під час нагрівання деталі до 
температури ti поточна довжина i-го шару визна-
чається так:

	 Li = L0i(1 + αj ∙ (ti - t0)).	 (4)

Оскільки компоненти деталі з’єднані жор-
стко та взаємно обмежують деформації один 
одного, шари з більшим коефіцієнтом лінійного 
розширення зазнають стискальних напружень, 
тоді як шари з меншим коефіцієнтом – розтягу-
вальних. У результаті дії внутрішніх напружень 
під час нагрівання біметалічна балка набуває 
вигину.

Окремий елементарний об’єм з точки зору 
напружено-деформованого стану металу може 
бути охарактеризований подовжніми складо-
вими частинами відносних деформацій розтя-
гування-стискання та відповідними їм нормаль-
ними напруженнями:

Вступ. Як конструктивні елементи механіч-
ного обладнання сучасних прокатних станів 
широко застосовуються двошарові біметалічні 
планки різних типів виконання. Їх використання 
забезпечує підвищену довговічність контактних 
пар тертя, зниження рівня динамічних наван-
тажень, покращення корозійної стійкості та 
низку інших експлуатаційних переваг. Важли-
вою перевагою таких конструкцій є можливість 
суттєвої економії дефіцитних та дорогих мате-
ріалів завдяки комбінуванню шарів з різними 
властивостями. Водночас істотні відмінності 
у фізико-механічних характеристиках матері-
алів шарів біметалічних планок спричиняють 
зміну їхнього напружено-деформованого стану, 
особливо у діапазоні підвищених температур, 
що характерно для допоміжного обладнання 
станів гарячої прокатки.

У статті представлено чисельну матема-
тичну модель напружено-деформованого стану 
[1–3] двошарових біметалічних планок, що 
функціонують у діапазоні підвищених темпера-
тур і використовуються як елементи конструкцій 
прокатного устаткування.

Методи та методики дослідження. У дослі-
дженні застосовано принципи системного ана-
лізу [4–8], що дало змогу комплексно врахувати 
фізико-механічні характеристики матеріалів, 
геометричні параметри, варіанти защемлення 
та теплові навантаження. В рамках побудови 
моделі було проведено дискретизацію товщини 
планки на кінцеве число елементарних об’ємів, 
для кожного з яких виконано розрахунок темпе-
ратури, деформації та напружень. Температур-
ний розподіл по товщині моделювався з вико-
ристанням степеневої залежності.

Результати. Згідно зі схемою, поданою на 
рис. 1, у загальному випадку температурний 
розподіл по товщині біметалічної пластини 
є неоднорідним і може бути описаний такими 
залежностями:
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де	 i – порядковий номер елементарного обсягу 
біметалічної балки;
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εi = (Lli - L0i)/L0i;

	 σi = Enj ∙ εi,	 (5)

де	 L0i, Lli – вихідна та кінцева довжина го еле-
ментарного об’єму;
	 Enj – модуль пружності матеріалу j-ї складо-
вої частини.

З урахуванням прийнятих позначень вели-
чини поздовжнього натягу та згинального 
моменту визначаються таким чином:

0

;
m

i i i
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T h b
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m

i i ci i
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M h y H b
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Результуючу кривизну середнього шару 
поліметалічної композиції cc та відповідну 
відносну деформацію ec, що задовольняє 
умову статичної рівноваги граничних перерізів 
деталі, визначали з використанням чисельного 

Рис. 1. Розрахункові схеми напруженого деформованого стану біметалевих деталей, 
що працюють у діапазоні підвищених температур
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ітераційного підходу, алгоритм якого має такий 
вигляд:

( )  1 ;t
ctc t

пр n

M

E J+c = c -
⋅

	 ( )+
Σ

ε = ε -
⋅1 ,t

ctc t
пр

T

E F
	 (7)

де t – порядковий номер чергового циклу ітера-
ційної процедури рішення.

Перерахунок натягу та згинальних момен-
тів здійснюється шляхом визначення величини 
відносних деформацій розтягування-стискання 
eki, що можуть бути отримані на основі геоме-
тричного рішення вигнутої смуги з початковою 
кривизною ci:
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Для оцінки збіжності ітераційного рішення 
застосовували відповідні критерії:

	 [ ]
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Представлені в роботі залежності дали 
змогу сформувати повний алгоритм автомати-
зованого розрахунку термопружного деформо-
ваного стану біметалічних листів за неоднорід-
ного розподілу температури по товщині, який 
наведено на рис. 2.

Програмні засоби для автоматизованого 
розрахунку напруженого та пружно-деформо-
ваного стану біметалічних листів за неодно-
рідного температурного розподілу по товщині 
дали змогу отримати розрахункові профілі 
відносних деформацій та нормальних напруг 
у товщі біметалічної композиції, що наведено 
на рис. 3.

Аналіз отриманих результатів показав, 
що розподіл як напружень, так і деформацій 
має доволі складний, неоднорідний і немоно-
тонний характер, який визначається впливом 
низки факторів, зокрема схемами наванта-
ження (рис. 1, б, в, г). Це підтверджує доціль-
ність застосованого чисельного підходу, який 
за відповідного коригування може бути вико-
ристаний і для розрахунку поліметалічних 
планок.

Рис. 2. Блок-схема алгоритму з автоматизованого розрахунку напруженого 
та пружно-деформованого стану біметалічних листів за неоднорідного розподілу 

температури за товщиною
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У результаті чисельного моделювання отри-
мано залежності розподілу відносних деформа-
цій та нормальних осьових напружень у бімета-
лічних планках для трьох варіантів закріплення. 
Розрахунки показали, що характер зміни напру-
жень і деформацій має складний, немонотон-
ний та неоднорідний вигляд, що зумовлено 
різницею у фізико-механічних властивостях 
матеріалів шарів, температурним градієнтом по 
товщині та граничними умовами.

За повного защемлення спостерігається 
найбільша концентрація напружень у зоні кон-
такту шарів, що може призвести до локальних 
зон пластичної деформації. Часткове защем-
лення зменшує рівень напружень, однак сприяє 

зростанню згинальних моментів. У разі вільної 
планки відбувається зміна її поздовжньої кри-
визни, що підтверджує чутливість системи до 
температурних навантажень.

Використання ітераційних алгоритмів дало 
змогу досягти умов рівноваги (T = 0, M = 0) із 
заданою точністю, що підтверджує коректність 
вибраної чисельної методики. У майбутньому 
планується верифікація результатів у CAE-
системах для оцінки відповідності чисельних 
розрахунків комп’ютерним симуляціям та пере-
вірки адекватності побудованої моделі.

Для цього вже створена у CAD-системі 
(рис. 4) параметризована 3D-модель під-
кладки з поздовжніми пазами для біметалічної 

Рис. 3. Розрахункові розподіли відносної деформації та нормальних напруг 
по товщині біметалічної композиції

Рис. 4. Параметризована 3D-модель підкладки з поздовжніми пазами для біметалічної 
листової композиції з механічним зв’язком складових частин
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листової композиції з механічним зв’язком 
складових частин [9; 10]. Використання цієї 
моделі дасть змогу проводити точні розрахунки 
пружно-деформованого та напруженого стану 
конструкції, аналізувати вплив геометрії пазів 
і матеріалів на поведінку композиції, а також 
оптимізувати конструктивні параметри під-
кладки для забезпечення необхідної жорсткості 
та термостійкості.

Висновки. Можна дійти таких висновків:
–	 у результаті чисельного моделювання 

отримано залежності розподілу відносних 
деформацій та нормальних осьових напружень 
у біметалічних планках для трьох варіантів 
закріплення; розрахунки показали, що харак-
тер зміни напружень і деформацій має склад-
ний, немонотонний та неоднорідний вигляд, що 
зумовлено різницею у фізико-механічних влас-
тивостях матеріалів шарів, температурним гра-
дієнтом по товщині та граничними умовами;

–	 для формалізації досліджуваної задачі 
були застосовані методи системного аналізу, 
що дало змогу чітко визначити взаємозв’язки 

між складовими частинами системи та ключові 
фактори впливу; на основі отриманих резуль-
татів була побудована алгоритмічна модель, 
яка забезпечує покрокове обчислення фізико-
механічних параметрів та дає змогу прово-
дити чисельне моделювання термомеханічного 
стану біметалічних конструктивних елементів;

–	 розроблена у CAD-системі параметри-
зована 3D-модель підкладки з поздовжніми 
пазами для біметалічної листової композиції 
дає змогу проводити точні розрахунки пружно-
деформованого та напруженого стану конструк-
ції, аналізувати вплив геометрії та матеріалів на 
поведінку композиції і оптимізувати конструк-
тивні параметри підкладки для забезпечення 
необхідної жорсткості та термостійкості;

–	 отримані результати можуть бути вико-
ристані для детального аналізу та оптималь-
ного проєктування біметалічних деталей про-
катного обладнання нового покоління, що дає 
змогу підвищити їхню зносостійкість, термо-
стійкість та ефективність експлуатації в умовах 
інтенсивних навантажень.
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